APROBADO

Por Bernardo Cascales fecha 21:35, 19/12/2011

12 Productos infinitos B. CCWCU-(G/)

@ Demostrar que dado un conjunto discreto M C C existe una
funcién entera con ceros solo en M y multiplicidades
prescritas.

@ Demostrar que cada funcién entera se factoriza en funcién de
SUS Ceros.

@ Encontrar la factorizacion de funciones clasicas.
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Productos infinitos de nimeros complejos

Sea (a,)n una sucesion en C. Decimos que:

@ el producto Hj";l aj es estrictamente convergente si existe
. = = .
I|mm]_[j-=1 aj = u # 0. Definimos

ﬁ 3; 1= u.
i=1

sl . .
o el producto J];_; a; es convergente si para algin m € N el
P - :
producto infinito [T;Z,,,, ; 4; es estrictamente convergente. En
este caso el valor el producto

[ea ]

H an = a132...3m| H an|,
n=1

n=m+}1

L a]
n=m-

donde el valor [] 1 @n ha sido definido como antes.
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Primeras propiedades de los productos infinitos

Si [],—; 3k es convergente, entonces se cumple:

1) Para cada n > 1 el producto [];_,.; 3 =: pn converge, y se
verifica

d1d2... anpn = H =]
k=1

i) lim,p,=1ylim,a,=1
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Proposicién

Una condicién necesaria y suficiente para que el producto infinito
[T,=1(1+ a,) sea estrictamente convergente es que 1+ a, # 0 para
todo n € Ny que la serie Y, Log (1+ a,) sea convergente.
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Dado un producto infinito []H—1(1 + a,) son equivalentes:
) Xne1lan| < oo
i) existe me& N tal que ¥ .= m|Log(l+ an)| < e
iii) [Th—1(1-+|an|) converge.

Cada una de estas condiciones implica que [],—;(1+ a,) es
convergente.
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Definicién
El producto infinito JT;,—1(1 + a,) se dice que es absolutamente

convergente cuando se cumple alguna de las tres condiciones
equivalentes de la proposicion anterior.




Definicién
Sea K un conjunto y u, : K — C, una sucesion de funciones.
i) Si el producto infinito [],,—; u,(z) converge para cada z € K
se dice que el producto infinito converge puntualmente en K.
om " > = Lol
ii) Si ademas la sucesion p,(z) = [1;Z,41 uj(z) converge
uniformemente sobre K hacia 1 se dice que el producto
[T,—1 tn converge uniformemente sobre K.

Proposicién
Sea K un conjunto vy a,: K — C una sucesion de funciones. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) Y,_1|an(z)| converge uniformemente para z € K;
i) TTh=1(1 +|an(z)|) converge uniformemente para z € K

Cualquiera de las condiciones anteriores implica que

f[l{wantz))

converge uniformemente para z K.
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Proposicién

Sea K un espacio compacto y u; : K — C una sucesion de
funciones continuas. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) [1;=, u;j converge uniformemente sobre K.

Existe m e N tal que [];—, u;j(z) # 0 para cada z € K
q =m ~J I Y
H;—m u; converge umfc»rmemente sobre K hacia [1J
cua ndo n — oo,

=m _)’

i ! _]" [
Vemastruuos -

=, | Y &
\ . 7 . i Ekfr/\-bg'l'ﬂ{ﬂﬂl!,.“‘i'“f
L ="W) Pm%}l =TT w@)—s i . eq 2 4

vl o |
= Lyone l[ [3“{5‘:'] -4 l{if‘g FN',: tuidn 26

1':-“‘ M [l s '“;mrf
A emli‘t:_{rhlm%’:} pvmw.dg sete., Do obes lods  pora

1T ]
4

bt

Il_ﬂ- I,{ (1)~ Tl,_u (2] = 1 ﬁ-tqll_}i [l—ﬁi%-‘[

]I-TMH
| = ¥ mu g | . b
SIVEmMpPE Que ( T'_ '] 'L“lj Bime Logt xtju LAY p‘fﬁt‘lbu_ Lot g .
- JEne! T
5 3/
i Puml2) i __i = area oS
Ill TT“JHHZIM. \‘ I! J 7 oo

0y = 1) dise wmple 1) fnl2)= T ) eomtine Fo. fderes
L 1 ) = bl [:} i -t__m.'l'.1 , ‘{‘f

N pua PR TEnrwnio s
lower g ¢g=valn | MEE ﬁé’!"‘{ Eﬁ” pred

ﬂ'-u.t }-TTMJ{HIE:

e |
i -y = =5 .
l(;}nl%]—ilz l T-T,-,\.[ijlﬂ \ 12"1“1 ]'mﬂ =]
PECRTREY 'T“f L ie
& J-fl""

E r{ 1%-‘\ \:? .r
1 v = 15—" % ) dn I!': -I"r\‘*
l | l‘t—} .ml_‘.'_\':i {‘ JE +E IJ

- :WH:II Iﬂl}w P ‘E



17 /Octubre/2006: Prod. infinitos funciones holomorfas

Corolario

Sea Q2 C C abierto. Si [],_; f, es un producto infinito de funciones
continuas f, : 2 — C que converge uniformemente sobre
compactos de Q hacia f =[], —; fn, entonces:

i) la sucesién de los productos parciales &, = fifzofs...f,
converge uniformemente sobre compactos de 2 hacia f;

i) f es continua;

lii) para cada compacto K C Q existe me N tal que si n > m
entonces Z(f,)K = &.
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|
Sea Q2 C C abierto y sea (f,), una sucesién en J(€2). Decimos

que el producto infinito H}’;lf; converge uniformemente sobre
compactos de {2, si []:_; f; converge uniformemente sobre cada

compacto K C Q.
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Observacion

@ Una condicion suficiente para que el producto j=1fi converja
uniformemente sobre compactos de £2 es que la serie

sea uniformemente convergente sobre cada compacto K C (1.
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para cada |z| < 1, donde el producto infinito converge
uniformemente sobre compactos del disco unidad.
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Teorema

Sea €2 C C abierto y sea (f,), una sucesion en J#(£2) tal que el
producto f = H}";l fi converge uniformemente sobre compactos de
{2. Entonces:
i) La funcién definida por el producto f(z) =[1,_1 fa(z).z € 2,
es holomorfa en £2;
i) Z(f) = U,2(f).
i) si 2(f,) MQ =0 para todo n € N entonces Z(f) N =0y
para cada ae€ Z(f), {neN:f,(a) =0} es finito y

m(f,a)= Z m(f,, a).
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Definamos
o) =12 FINAL|

= zn
E(z)=(1—2z)e* 2t % n=>1.

Entonces, para |z| < 1 se tiene

|En(2) — 1] < |2|"*2.
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Demostracon i~ Para n=0, Latesis es dara. Tomemos pEN arbirario
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Definicién

A las funciones E,,, n=0.1,..., del lema anterior se les llama
factores elementales de \Weierstrass.
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Teorema Weierstrass-1

Sea ai una sucesion de nimeros complejos tal que ai = 0 para
todo k € Ny |ag| — +eo. Sea n, € N una sucesién tal que
Yo 1 (R/|ak|)™+1 < +oo para cada R >0 (p.e. ngy = k —1).

Entonces el producto infinito
FINAL)

F(2) = T[] Enc(2)
k=1 Ik

define una funcién entera f € 2°(C), tal que cada ax es un cero de
f,v f no tiene otros ceros. Mas precisamente, si a £ C aparece m
veces en la sucesidon ax entonces a es un cero de f de multiplicidad
m.
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Observacion

@ Los n, pueden tomarse cualesquiera con tal de que la serie
Yo 1(R/|ak|)™*! < +oo para cada R > 0.

@ En una situaciéon concreta si queremos para (a,) producir una
funcién f € 2#(C) con f(a,) =0y m(an,f)=m, neN, lo
que hacemos es fabricar la sucesion

Alyeees @] 3@y @Dyt = Z]4LDye0ny

donde cada a; se repite m; veces y utilizar el Teorema anterior
con z,.

@ En la situacién anterior si (m,) esta acotaday ), ]?_IF < o0, €5
dpn
suficiente tomar ny = p— 1.
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Teorema Weierstrass-2

Sea M C C tal que M" = 0. Si para cada a € M le asignamos un
natural m(a) € N, entonces existe f € ¢ (C) tal que Z°(f) =My

cada a € Z(f) tiene multiplicidad m(a).
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Teorema Factorizacién Weierstrass
Sea f € JF(C)y

Z1,2050 ey Zny...

la sucesion de sus ceros no nulos, repetidos seglin multiplicidades.
Si mg=0,1,... es la multiplicidad de 0 como cero de f, entonces
existe una sucesion ng € N y una funcién entera g € £(C) tal que

f(z)=zm°egfz}gEnk(§)- [FINAL}
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oo 2
sin Tz = ze%(2) H(l — i—z), donde g € 3% (TC).
n=1

P\es', Son T2 Tiene COYUS ‘5\mp\e,5 ew 0,k f2, ...
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Proposiciéon

Sea f, € (1) una sucesién tal que el producto infinito [T,_; fa(2)
converge uniformemente sobre compactos y tal que Z(f,) Q2 =0 para

cada n € N. Entonces la serie de funciones meromorfas ¥ 7 ,(f,/fy)
converge unif. sobre compactos y T;{[j}} =Y i:gi;
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Ejercicio-continuacion

Pruébese que

?\eso\uc\'gv: - Por el e'!cvcic(o arxltevior sa\ogvnos q,uc
2
sentz= 2.8 T (4- 2 ) ®
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Si ¥ 5—1(1—|a|) < +ee, entonces el producto infinito, o, €Dlo.L)

8

f(2) = [] = (e

ﬂ‘=1 a.'n ]_—EE;TE

):

converge uniformemente sobre compactos en D(0,1) donde define
una funcién acotada f € 2 (D(0,1)) cuyos ceros son {a : k € N}.
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